Πληροφορική Γ’ Γυμνασίου		                                 
	Τίτλος
	Διδακτικοί Στόχοι

	Οι πύργοι του Ανόι
	· Κατανόηση και Ανάλυση Προβλήματος
· Περιγραφή λύσης σε απλά βήματα
· Αναγνώριση αναδρομικής δομής προβλήματος/αλγορίθμου

	Δραστηριότητα
	Χώρος
	Επίπεδο
	Ώρες
	Εποπτικά Μέσα

	Γ1
	Τάξη ή εργαστήριο
	Δύσκολη 
(3-4 δίσκοι)
	
	Βιντεοπροβολέας, ΗΥ ή tablets με σύνδεση στο διαδίκτυο



Περιγραφή: Το γνωστό πρόβλημα των πύργων του Ανόι που περιγράφεται στην ενότητα Αλγοριθμική της Γ’ Γυμνασίου του σχολικού βιβλίου αποτελεί ένα καλό παράδειγμα στο οποίο ο μαθητής έρχεται σε επαφή με την έννοια της ανάλυσης ενός προβλήματος, του οποίου η λύση είναι μια ακολουθία βημάτων, δηλαδή ένας αλγόριθμος. Επίσης το πρόβλημα αυτό μπορεί να αποτελέσει σε προχωρημένα μαθήματα μια διαισθητική εισαγωγή στην έννοια της αναδρομής. 
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Βήμα 1ο :
Αρχικά οι μαθητές μεταβαίνουν σε κάποια από τις παρακάτω οπτικοποιήσεις/προσομοιώσεις στον ιστό.
https://www.mathsisfun.com/games/towerofhanoi.html 
https://www.webgamesonline.com/towers-of-hanoi/ 
Επίσης μπορούν να κατεβάσουν την αντίστοιχη εφαρμογή για το κινητό τους ή την ταμπλέτα τους από εδώ:   https://play.google.com/store/apps/details?id=johan.moller.towerofhanoi 
Βήμα 2ο : Ο/η καθηγητής/-τρια εξηγεί τους κανόνες του παιχνιδιού. 
Μπορούμε να μετακινούμε μόνο ένα δίσκο κάθε φορά και δεν μπορούμε να τον τοποθετήσουμε πάνω από έναν μικρότερο δίσκο.
Βήμα 3ο : Αφήνουμε τους μαθητές να συνεργαστούν αν χρειάζεται Σε κάθε περίπτωση οι ερωτήσεις που κάνουμε στους μαθητές που παρουσιάζουν αδυναμία στην επίλυση του προβλήματος είναι κάποιες από τις παρακάτω:
· Ποιες είναι οι επιτρεπτές κινήσεις που μπορούμε να κάνουμε στο σημείο που είμαστε; 
· Ποιος είναι ο στόχος μας; Είμαστε κοντά; Τι μένει ακόμα να κάνουμε;
· Αν έχουμε φτάσει σε αδιέξοδο ποια είναι η προηγούμενη κίνηση που κάναμε;
Βήμα 4ο : Αυξάνουμε τη δυσκολία του προβλήματος και προσθέτουμε ακόμα ένα δίσκο. Τώρα έχουμε το πρόβλημα των πύργων του Ανόι με τέσσερις δίσκους. Αφήνουμε πάλι τους μαθητές να λύσουν το πρόβλημα με την απαραίτητη καθοδήγηση όπου χρειαστεί. Το σημείο κλειδί εδώ είναι να σταματήσουμε τις ομάδες που θα έχουν μεταφέρει τους 3 από τους 4 δίσκους σε ένα σημείο και να τους ρωτήσουμε αν το πρόβλημα αυτό έχει ήδη λυθεί. Εδώ μπορεί να γίνει η σύνδεση των δύο στιγμιότυπων του προβλήματος και αν το κρίνουμε πρόσφορο να διατυπώσουμε με απλά λόγια την αναδρομική σχέση.
 Βήμα 5ο : Ζητάμε από τους μαθητές να γράψουν τη λύση του προβλήματος στο χαρτί και να παρουσιάσει κάθε ομάδα τη λύση της. Τονίζουμε το γεγονός ότι η λύση αυτού του προβλήματος δεν είναι ένας αριθμός ή μια σχέση αλλά μια ακολουθία από βήματα η οποία οδηγεί στο επιθυμητό αποτέλεσμα. (Μόλις δώσαμε έναν διαισθητικό ορισμό του αλγορίθμου). Τώρα πρέπει να συμφωνήσουμε με τους μαθητές σε μια κοινή γλώσσα για την περιγραφή των βημάτων του αλγόριθμου (μόλις δώσαμε έναν διαισθητικό ορισμό της γλώσσας προγραμματισμού).
Μετακίνησε από στύλο1 σε στύλο2
…………………………………………………………….
Έχουμε συμφωνήσει σε μια γλώσσα προγραμματισμού η οποία έχει μόνο μια εντολή την 
Μετακίνησε από Χ σε Υ  η οποία μετακινεί έναν ακριβώς δίσκο από το σημείο Χ στο σημείο Υ. Στο τέλος μπορούμε να κάνουμε τις παρακάτω ερωτήσεις
Τι είναι τα Χ, Υ;  
Ποιος είναι ο ρόλος τους;
Ποια είναι η αντίστοιχη έννοια στις συναρτήσεις στα μαθηματικά[footnoteRef:1]; [1:  Η συνάρτηση αναφέρεται στην ύλη των μαθηματικών της Β’ Γυμνασίου] 

Πως τα ονομάζουμε;  
Σε ποιον απευθύνεται η εντολή Μετακίνησε; Ποιος εκτελεί την εντολή;
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Οι κινήσεις για 3 δίσκους








Υπολογισμός κινήσεων αναδρομικού αλγορίθμου
(Είναι προαιρετικό και μόνο αν έχουμε χρόνο και θεωρούμε ότι οι μαθητές μπορούν να ανταποκριθούν)    Προτείνεται να κάνετε τον 2ο τρόπο με τον πίνακα τιμών.

Μπορούμε να προσπαθήσουμε να το εξηγήσουμε αναλυτικά ή με πίνακα τιμών. Ο πρώτος είναι ο δύσκολος δρόμος και ο δεύτερος ο εύκολος. Ας ξεκινήσουμε με τον πρώτο:

1ος τρόπος: 
Οι κινήσεις για το πρόβλημα των τριών δίσκων είναι .
Για το πρόβλημα των τεσσάρων δίσκων παρατηρούμε ότι χρειάζεται να μετακινήσουμε μια φορά τον μεγάλο δίσκο και 2 φορές τους 3 άρα 


 
Όμοια για τους 5 δίσκους έχουμε : 

 
Και για τους 6 

Αν αντικαταστήσουμε το  θα πάρουμε τελικά:



Στο σημείο αυτό ζητάμε να μας γράψουν τον αντίστοιχο τύπο για τους 7, στη συνέχεια για τους 10 και μετά για τους 64 και τέλος για τους Ν. Εδώ τους ζητάμε να θυμηθούν οι αριθμοί 7, 15, 31 πως γράφονται στο δυαδικό σύστημα και τι σχέση έχουν με τους 8, 16, 32. Είναι ένας εύκολος τρόπος να εξηγήσουμε ότι 


2ος τρόπος: 
Κατασκευάζουμε πίνακα τιμών για όλες τις κινήσεις και ζητάμε να τον συμπληρώσουν, αφού πρώτα δουν ότι  άρα  άρα σε κάθε στιγμιότυπο έχει τις διπλάσιες κινήσεις από το προηγούμενο συν 1. Με αυτή την παρατήρηση μπορούν να υπολογίσουμε εύκολα το πλήθος των κινήσεων για κάθε περίπτωση.
Είναι στην διακριτική σας ευχέρεια αν θα εμφανίσετε την τέταρτη στήλη/Πέμπτη στήλη ή όχι. Αρχικά ίσως να μην τη δείξετε αλλά αν στην πορεία δείτε ότι υπάρχει αδιέξοδο την δείχνετε ως υπόδειξη.

	Δίσκοι
	Κινήσεις
	Ανάλυση
	
	

	3
	7
	
	
	

	4
	
	
	
	

	5
	
	
	
	

	6
	
	
	
	

	…
	
	
	
	

	10
	
	
	
	

	64
	
	
	
	

	Ν
	
	
	
	



Στη συνέχεια λέμε στους μαθητές στον διερμηνευτή της Python να μετατρέψουν τους αριθμούς των δυο πρώτων στηλών στο δυαδικό σύστημα με τη χρήση της bin και να μας πουν τι παρατηρούν και να γίνει συζήτηση.
[bookmark: _GoBack]Φύλλο Εργασίας : Οι πύργοι του Ανόι

Το πρόβλημα των πύργων του Ανόι έγκειται στη μετακίνηση ενός αριθμού δίσκων διαφορετικών μεγεθών από τον στύλο Α στον C με τη βοήθεια του στύλου Β, χωρίς να βρεθεί ποτέ ένας δίσκος πάνω από κάποιον άλλο μικρότερό του, μετακινώντας έναν δίσκο κάθε φορά.  
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Βήμα 1           Α                          Β                           C

Να λύσετε το πρόβλημα των πύργων του Ανόι για τρεις δίσκους. Πόσες κινήσεις χρειάστηκαν για να μετακινηθούν όλοι οι δίσκοι στον C;
Βήμα 2
	
Να γράψετε έναν αλγόριθμο για μια ιδεατή γλώσσα προγραμματισμού στην οποία η μόνη επιτρεπτή εντολή  είναι  η                

Μετακίνησε( αρχή, προορισμός )    

 η οποία μετακινεί τον πάνω δίσκο από το στύλο  αρχή στο στύλο προορισμός. Το πρόγραμμά σας θα μετακινεί τους τρεις δίσκους από τον στύλο Α στον δίσκο C μέσω του B. 
	
	Μετακίνησε_3_δίσκους (  Α, C  )

	Μετακίνησε( A, C  )
	Κίνηση 1

	Μετακίνησε( A, Β  )
	Κίνηση 2

	
	Κίνηση 3

	
	Κίνηση 4

	
	Κίνηση 5

	
	Κίνηση 6

	
	Κίνηση 7






Βήμα 3  :  Να γράψετε αντίστοιχο αλγόριθμο για την περίπτωση των τεσσάρων δίσκων. Πόσες κινήσεις χρειαστήκατε τώρα; Παρατηρείτε κάποια σχέση μεταξύ του προβλήματος των τριών με αυτό των τεσσάρων δίσκων; Αν μπορούσατε να χρησιμοποιήσετε την εντολή Μετακίνησε_3_δίσκους(Χ, Υ) για την υλοποίηση του αλγορίθμου Μετακίνησε_4_δίσκους(Χ, Υ), τι θα άλλαζε στην περιγραφή του αλγορίθμου;
Όμοια χρησιμοποιήστε τον αλγόριθμο Μετακίνησε_4_δίσκους(Χ, Υ) για να λύσετε το πρόβλημα των 5 δίσκων. 

Βήμα 5 : Μπορείτε να γενικεύσετε για την περίπτωση των Ν δίσκων;  Πόσες κινήσεις πιστεύετε ότι θα χρειαστούν για την περίπτωση αυτή; 

Βήμα 6 : Οι μοναχοί του θρύλου, είχαν να μετακινήσουν 64 δίσκους. Μπορείτε να υπολογίσετε με τα βοήθεια της Python, πόσες κινήσεις θα χρειαστούν οι μοναχοί για να μετακινήσουν όλους τους δίσκους; Αν υποθέσουμε ότι οι μοναχοί είναι τόσο γρήγοροι που μετακινούν έναν δίσκο ανά δευτερόλεπτο, πόσο χρόνο θα χρειαστούν;


http://evripides.mysch.gr                                                                  Ευριπίδης Βραχνός
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